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Resumen
En el presente escrito presentamos una propuesta para el tratamiento dida´ctico de elemen-
tos teo´ricos de la geometr´ıa euclidiana relacionados con propiedades de los a´ngulos, en un
curso de universitario de geometr´ıa plana. Incluimos los enunciados de cinco problemas que
usualmente formulamos a nuestros estudiantes, uno a uno, en el orden en que se exponen
aqu´ı, an˜adimos informacio´n que ayuda a comprender la intencionalidad de la propuesta y
explicamos co´mo usar las so-luciones dadas por ellos, que se basan en los conocimientos pre-
vios o en ideas intuitivas que poseen, para generar sistemas axioma´ticos locales que entran
a formar parte de una organizacio´n deductiva ma´s amplia, en construccio´n.
Contextualizacio´n de la propuesta dida´ctica
La propuesta se cin˜e a los fundamentos teo´ricos que han guiado las investigaciones en torno
a problema´ticas relacionadas con la actividad demostrativa (Perry, Camargo, Samper y Rojas,
2006; Camargo, Samper y Perry, 2006) y el uso de la geometr´ıa dina´mica, como herramienta de
mediacio´n para el aprendizaje de la demostracio´n (Camargo, Samper y Perry, 2007), desarro-
lladas por el grupo de investigacio´n Æ · G 1.
Desde nuestro punto de vista, a trave´s de la actividad matema´tica desarrollada en torno a tareas
que se proponen relacionadas con un determinado objeto geome´trico –los a´ngulos, en el caso que
1El grupo de investigacio´n Æ · G, Aprendizaje y Ensen˜anza de la Geometr´ıa, de la Universidad Pedago´gica
Nacional, esta´ conformado en la actualidad por Carmen Samper, Leonor Camargo, Patricia Perry, Armando
Echeverry y O´scar Molina.
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nos ocupa– los estudiantes logran una apropiacio´n de lo que signiﬁca una organizacio´n deductiva
de la geometr´ıa relacionada con dicho Esas tareas, en las que aprovechamos la mediacio´n de la
geometr´ıa dina´mica, impulsan a acciones como: (i) la exploracio´n de propiedades geome´tricas,
bu´squeda de regularidades y solucio´n de problemas, (ii) la formulacio´n de conjeturas, (iii) la
pra´ctica de la justiﬁcacio´n colectiva de hechos geome´tricos, y (iv) la organizacio´n de las justiﬁ-
caciones en demostraciones. Este tipo de acercamiento permite que los estudiantes establezcan
conexiones entre las formas emp´ırica y teo´rica de trabajar en geometr´ıa y puedan participar
activamente en la construccio´n y desarrollo del contenido del curso (de Villiers, 2004), confor-
mando una comunidad de pra´ctica (Wenger, 2001) cuyo objetivo es aprender a demostrar. Esto
es posible porque desde el comienzo del curso, el profesor explicita y vela por el cumplimiento de
normas sociales relacionadas con la participacio´n de los estudiantes en la actividad matema´tica
desarrollada en el curso (i.e., es necesario escuchar a los compan˜eros; se debe respetar el uso de
la palabra; toda contribucio´n es importante; la participacio´n es esencial para generar ideas u´tiles,
aunque sean erro´neas, no apropiadas para el problema en cuestio´n o apropiada) y de normas
sociomatema´ticas relacionadas con la validacio´n del conocimiento matema´tico que circula en
la clase (i.e., dar el por que´ de toda afirmacio´n que se haga o usar en las demostraciones so´lo
aquellas afirmaciones que se han validado dentro del sistema). Vale la pena aclarar la u´ltima
norma social por su importancia en la dina´mica desarrollada. En el primer caso, aun cuando
sean erro´neas las ideas sirven para hacer las aclaraciones necesarias, en el segundo, si no son
apropiadas, actu´an como catalizadoras de otras ideas que se acercara´n ma´s a las necesitadas, y
en el tercer caso, son precisamente aquellas que permiten resolver la tarea. En un contexto de
tal naturaleza, tanto el profesor como los estudiantes contribuyen a la constitucio´n interactiva
de situaciones que invitan a demostrar y se enfrentan a ellas como eventos de cara´cter social e
individual (Goos, 2004; Graven, 2004; Mart´ın y Mc Crone, 2005; Mariotti, 2000).
Admitimos como presupuesto teo´rico que la mediacio´n instrumental tiene efecto sobre el apren-
dizaje. En particular, reconocemos la inﬂuencia de los programas de geometr´ıa dina´mica en
el aprendizaje de la demostracio´n en geometr´ıa. Admitimos, como lo sen˜alan diversos estudios
(Hadas, Hershkowitz, y Schwarz, 2000; Jones, 2000; Laborde, 2000; Mariotti, 2000; Marrades y
Gutie´rrez, 2000; Healy y Hoyles, 2001; Arzarello, Olivero, Paolo y Robutti, 2002) que el uso de
programas como Cabri, asociado a tareas que buscan favorecer actividades matema´ticas tales
como la produccio´n de conjeturas, el razonamiento argumentativo y la vinculacio´n de e´ste con
la produccio´n de demostraciones matema´ticas, puede apoyar la participacio´n real de los estu-
diantes en la actividad demostrativa. En una dina´mica interactiva entre tareas de construccio´n
geome´trica y la pra´ctica de la justiﬁcacio´n, se favorece la constitucio´n de comunidades de pra´cti-
ca en las que la argumentacio´n marcada por las reglas de interaccio´n cotidiana y el razonamiento
deductivo se “gerencian”en forma diale´ctica a medida que evolucionan las pra´cticas de la co-
munidad (Duval, 1992 citado en Mariotti, 2000, p. 50). La propuesta se realiza en espacios de
participacio´n, que podemos describir brevemente de la siguiente manera:
Espacios de resolucio´n de problemas. En tales espacios, en forma individual o en grupos pequen˜os
y apoyados en el uso de la geometr´ıa dina´mica, los estudiantes trabajan en la solucio´n de situa-
ciones problema de ı´ndole geome´trica. Este trabajo incluye no so´lo la construccio´n de ﬁguras,
la exploracio´n de e´stas y la formulacio´n de conjeturas, sino tambie´n el esbozo de unas primeras
ideas para la justiﬁcacio´n de dichas conjeturas, ideas que posteriormente se revisan y desarrollan
colectivamente para lograr la correspondiente demostracio´n en el marco del sistema axioma´tico.
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Espacios de “conversacio´n instruccional”2 entre el profesor y los estudiantes. En dichos espa-
cios, el profesor como miembro experto de la comunidad gu´ıa el desarrollo de la teor´ıa –lo que
usualmente ser´ıa objeto de ensen˜anza directa – hablando con uno o varios estudiantes, a partir
de las propuestas que hacen ellos como solucio´n de los problemas. As´ı se construyen y negocian
signiﬁcados compartidos.
Espacios de discusio´n matema´tica entre estudiantes o como comunidad en donde el profesor
es un miembro ma´s (Mariotti, 2000). Estos espacios de interaccio´n tienen lugar despue´s del
trabajo individual o en grupos pequen˜os y su ﬁnalidad es crear una porcio´n organizada del
sistema axioma´tico correspondiente a una tema´tica completa, a partir de los resultados que
han obtenido los estudiantes al trabajar los problemas abiertos. La discusio´n matema´tica se
diferencia de la conversacio´n instruccional en que la responsabilidad por culminar exitosamente
la tarea recae sobre la comunidad en general; el profesor es apenas un miembro ma´s y no
tiene papel protago´nico alguno. En la conversacio´n instruccional el profesor tiene una meta, no
siempre expl´ıcita para los alumnos, y las preguntas o comentarios que hace son instrumento para
encausar los sucesos hacia esa meta.
La propuesta dida´ctica
A continuacio´n, para cada problema precisamos que´ intencio´n espec´ıﬁca nos mueve a plantearlo.
Adema´s, mostramos, a trave´s de un esquema, una posible estructura del sistema axioma´tico
local comprometido en su solucio´n, es decir, presentamos de manera interrelacionada tanto
los elementos del sistema que se requieren para abordar el problema como los que surgen como
necesidades teo´ricas en el curso de la actividad y que se deben introducir para poder solucionarlo.
Problema 1: Dados ∠ABC y ∠ACB. Describa: ∠ABC ∩ ∠ACB.
Con este problema se pretende motivar una conversacio´n instruccional sobre que´ es un a´ngulo,
conversacio´n que debe concluir con el establecimiento, dentro del sistema axioma´tico que se
esta´ construyendo, de la deﬁnicio´n de tal objeto geome´trico.
Consideramos que el problema planteado pone en juego la nocio´n que los estudiantes tienen de
a´ngulo, la cual no necesariamente coincide con la que nosotros usualmente adoptamos en el curso
de Geometr´ıa Plana, que corresponde a la que dio Hilbert, en el an˜o 1899: la unio´n de dos rayos
con el mismo extremo, que pertenecen a dos rectas diferentes. Suponemos que en las soluciones
de algunos estudiantes, la nocio´n de a´ngulo puesta en juego esta´ relacionada con la deﬁnicio´n
que al respecto dio Arnauld, alrededor del an˜o 1667: parte de un plano comprendida entre dos
semirrectas que tienen origen comu´n. Sea que la respuesta de algu´n estudiante corresponda o
no con la nocio´n de a´ngulo de Hilbert, con la de Arnuald o con la de Euclides, siglo IV a.C.:
la inclinacio´n de una recta sobre la otra, en la conversacio´n se hacen expl´ıcitas las diferentes
deﬁniciones que en el transcurso de la historia se han manejado, poniendo de maniﬁesto cua´n
dis´ımiles son los respectivos objetos a los que hacen referencia: inclinacio´n reﬁere a un nu´mero,
parte de un plano reﬁere a una regio´n, y unio´n de dos rayos reﬁere a una ﬁgura geome´trica. Para
promover la conversacio´n sobre a´ngulo preferimos un problema que ponga en juego la nocio´n en
2Tharp y Gallimore (1988, citados en Forman, 1996) usan el te´rmino conversacio´n instruccional para referirse a
los discursos de la clase que permiten la construccio´n conjunta de signiﬁcado por parte de profesores y estudiantes.
En este tipo de interaccio´n se percibe un modelo de conversacio´n realizada en lengua natural en la cual los miembros
ma´s experimentados de una cultura, instruyen a los menos experimentados, a trave´s del dia´logo.
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vez de pedir directamente que se de´ una deﬁnicio´n pues ser´ıa posible que un estudiante, o bien,
recitara de memoria un enunciado correcto sin la suﬁciente comprensio´n, o bien, pudiera no tener
el respectivo vocabulario para comunicar su idea aunque tuviera una comprensio´n adecuada.
Esquema 1: elementos del sistema axioma´tico generado al abordar el Problema 1
Una vez logrado un acuerdo sobre la deﬁnicio´n de a´ngulo se entra en un proceso de ir hacia atra´s
(de remontarse al origen), para revisar signiﬁcados y precisar deﬁniciones y propiedades de los
objetos geome´tricos sobre los que se basa, directa e indirectamente, la deﬁnicio´n adoptada de
a´ngulo. Por tal razo´n, en esta actividad hemos llamado nu´cleo del sistema axioma´tico local al
objeto a´ngulo. As´ı, puesto que a´ngulo es la unio´n de dos rayos que cumplen dos condiciones,
se hace necesario deﬁnir rayo3; a su vez, para deﬁnir rayo se hace necesario deﬁnir segmento y
para deﬁnir segmento es necesario deﬁnir la relacio´n de interestancia entre tres puntos. Como
elementos para la conversacio´n instruccional que se realiza en torno a este problema, se plantean
preguntas con la intencio´n de hacer aﬂorar las ima´genes conceptuales y de cuestionarlas o de
reforzarlas, y, desde la teor´ıa, hacer va´lidas dichas ima´genes. Espec´ıﬁcamente las preguntas que
frecuentemente proponemos son: ¿que´ quiere decir que un punto esta´ entre otros dos puntos?;
¿tiene un segmento ma´s de dos puntos?, ¿es un rayo diferente a un segmento? A partir de
la conversacio´n, se introducen el Segundo y Tercer teoremas de interestancia, que pueden de-
mostrarse gracias al Primer teorema de interestancia y el Postulado de correspondencia puntos
en recta-nu´meros.4 Es as´ı como se genera la primera porcio´n de un sistema axioma´tico local
cuya construccio´n se hace a partir de la nocio´n de a´ngulo y que esta´ conformado por cuatro
deﬁniciones, tres teoremas de interestancia y el Postulado de correspondencia puntos en recta-
3La lista de postulados, deﬁniciones y teoremas que se mencionan se encuentra en el Anexo.
4El sistema axioma´tico en que se fundamenta esta propuesta es una modiﬁcacio´n del conjunto de postulados
propuesto por George Birkhoﬀ (1884-1944).
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nu´meros. En el Esquema 1, se explicitan los elementos del sistema axioma´tico local y se destacan
las relaciones de dependencia entre ellos.
Problema 2: Dado un a´ngulo A en Cabri5 construya un a´ngulo congruente al dado, usando
solo herramientas que han sido validadas a partir de la teor´ıa. ¿Que´ le permite garantizar que
son congruentes?
Para comenzar, hacemos dos aclaraciones con respecto al uso de la geometr´ıa dina´mica. Por una
parte, la norma aqu´ı impuesta de usar so´lo herramientas que hayan sido validadas a partir de la
teor´ıa –norma que debe regular las producciones de los estudiantes no so´lo para este problema
sino para todos los problemas que se asignan en el curso– tiene que ver con la naturaleza
axioma´tica-deductiva del sistema teo´rico que se esta´ construyendo. Con tal regla se pretende
favorecer el enfoque metodolo´gico de ir introduciendo nuevas deﬁniciones y teoremas como res-
puesta a las necesidades teo´ricas que surgen. Atendiendo a esta norma, las u´nicas herramientas
que se pueden usar de manera l´ıcita en la solucio´n del Problema 2 son: punto, segmento, recta,
rayo y medida de a´ngulos. Por otra parte, el uso de la geometr´ıa dina´mica para apoyar la solucio´n
de diferentes tipos de problemas suele jugar papeles diferentes. Es as´ı como reconocemos que
para el caso de los Problemas 2 y 3, la geometr´ıa dina´mica no tiene un papel imprescindible, es
decir, bien podr´ıa lograrse desde el punto de vista dida´ctico resultados similares si se trabajara
con papel y la´piz. Aun as´ı, decidimos exigir el uso de la geometr´ıa dina´mica en la solucio´n de tales
problemas porque vemos en ello una oportunidad para contribuir al desarrollo en los estudiantes
de su habilidad para usar de manera eﬁciente el programa, condicio´n sin la cual el potencial del
uso de la geometr´ıa dina´mica para solucionar otro tipo de problemas tendr´ıa restricciones. El
uso eficiente del programa de geometr´ıa dina´mica incluye saber manejar el programa, conocer
las distintas herramientas y funciones que ofrece, saber cua´ndo hacer una construccio´n blanda o
una robusta (Healy, 2000) y aprender a interpretar los resultados que obtienen dina´micamente
para reportarlos como un resultado de la geometr´ıa euclidiana esta´tica.
Con el Problema 2, se pretende justiﬁcar la necesidad de extender el sistema axioma´tico local
ya conformado; es decir, a partir de las propuestas que los estudiantes hagan como solucio´n al
problema se introducen nuevos postulados, deﬁniciones y teoremas que se conectan con uno o
ma´s elementos del sistema axioma´tico cuyo nu´cleo es el objeto a´ngulo. El nu´cleo del sistema
axioma´tico local en este caso es el objeto a´ngulos congruentes. Generalmente se presentan dos
caminos para la solucio´n. En uno, es usual que los estudiantes propongan la construccio´n de
a´ngulos opuestos por el ve´rtice, de a´ngulos rectos, y de a´ngulos alternos internos o correspon-
dientes generados por dos rectas paralelas cortadas por una transversal. Aunque de las tres
propuestas no es aceptable sino la primera, pues las otras dos requieren usar herramientas au´n
no validadas a partir de la teor´ıa, tal propuesta es suﬁcientemente rica para la intencio´n de
extender el sistema. La construccio´n de a´ngulos opuestos por el ve´rtice nos permite abordar el
signiﬁcado de cuatro objetos geome´tricos: a´ngulos congruentes, rayos opuestos, a´ngulos que for-
man par lineal, y a´ngulos suplementarios. En otro, los estudiantes proponen medir el a´ngulo A
y construir un a´ngulo con la misma medida. Esto conduce a la introduccio´n del Postulado de la
construccio´n de a´ngulos, que ingresa al sistema axioma´tico para sustentar la construccio´n de un
a´ngulo congruente a uno dado. Co´mo Cabri no tiene una herramienta espec´ıﬁca para construir
5En nuestros cursos de geometr´ıa privilegiamos el uso del programa Cabri instalado en calculadoras graﬁcadoras
pues la posibilidad de proyectar las ima´genes de las producciones individuales en la pared favorece la socializacio´n
y la discusio´n de ideas.
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Esquema 2: elementos del sistema axioma´tico generado al abordar el Problema 2
a´ngulos con una medida dada, nosotros hemos adaptado la herramienta “Rotacio´n”para esta
funcio´n, aprovechando que el postulado ofrece el sustento teo´rico para ello. En el Esquema 2,
presentamos los elementos del sistema axioma´tico generado al abordar el Problema 2.
Problema 3: Construya dos a´ngulos adyacentes congruentes.
Con este problema se pretende motivar la introduccio´n de otras cuatro deﬁniciones al sistema
axioma´tico local en construccio´n: a´ngulos adyacentes, a´ngulo recto, rectas perpendiculares y
bisectriz de a´ngulo, as´ı como el Postulado de adicio´n de a´ngulos y algunos teoremas relacionados
con a´ngulos rectos, rectas perpendiculares y bisectriz de un a´ngulo. En este caso, el nu´cleo del
sistema axioma´tico local es el objeto a´ngulos adyacentes congruentes. La necesidad de precisar
la deﬁnicio´n de a´ngulos adyacentes surge tan pronto como se involucra el estudiante en la
interpretacio´n del enunciado del problema. Como solucio´n del problema son frecuentes cuatro
propuestas. La primera se basa en el Postulado de construccio´n de a´ngulos y utiliza la rotacio´n
para construir un a´ngulo recto con ve´rtice en un punto de una recta, dando lugar a dos a´ngulos
rectos adyacentes (Figura 1).
A partir de esta propuesta surge la oportunidad de revisar los signiﬁcados y precisar las deﬁni-
ciones de a´ngulo recto y de rectas perpendiculares. La segunda consiste en construir un a´ngulo y
su bisectriz utilizando las herramientas “Medida de a´ngulo”y “Calculadora”para hallar la mitad
de la medida obtenida, y “Rotacio´n”para la construccio´n. La tercera consiste en construir un
a´ngulo, llame´moslo A, y luego construir otro a´ngulo, de igual medida al a´ngulo A, con un lado
comu´n; es decir, un lado del a´ngulo A resulta ser la bisectriz de un a´ngulo conformado por los
lados no comunes de los dos a´ngulos (Figura 2).
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Figura 1
→
Figura 2
Como es de suponerse, las propuestas dos y tres, que involucran la bisectriz de un a´ngulo,
generan una oportunidad de precisar la deﬁnicio´n de bisectriz de a´ngulo. La cuarta consiste
en construir un a´ngulo, llame´moslo A, usar la herramienta “Medida de a´ngulo”para obtener
su medida, calcular el doble de ese valor y construir un nuevo a´ngulo, usando como punto de
partida para la rotacio´n uno de los lados del a´ngulo A, con la precaucio´n de hacer el giro en el
mismo semiplano donde se encuentra el otro lado del a´ngulo (Figura 3). Esta u´ltima propuesta
se puede aprovechar para introducir el Postulado de adicio´n de a´ngulos. El Esquema 3 presenta
los elementos del sistema axioma´tico local generado al abordar el Problema 3.
Figura 3
Problema 4: Sean
−−→
AB y
−→
AC rayos opuestos y
−−→
AD otro rayo. ¿Es posible determinar un punto
E, en el mismo semiplano en el cual esta´ D, para que el ∠BAD sea complementario con el
∠CAE?
Este problema tambie´n presenta una oportunidad para revisar el signiﬁcado y establecer las
deﬁniciones de los objetos geome´tricos involucrados en la situacio´n tales como rayo, rayos opues-
tos, semiplano, a´ngulos complementarios, a´ngulo agudo, y, por tanto, su solucio´n juega un papel
importante en la ampliacio´n del sistema axioma´tico que es la unio´n de los dos sistemas locales
antes descritos. El nu´cleo del sistema axioma´tico local en este caso es el objeto a´ngulos com-
plementarios. Sin embargo, la intencio´n que tenemos al proponer el problema va ma´s alla´ de
eso: queremos propiciar que los estudiantes se involucren en una actividad demostrativa que
vaya desde la exploracio´n de la situacio´n problema, pase por la formulacio´n de una conjetura
y concluya con la demostracio´n del hecho geome´trico que subyace en la situacio´n problema; la
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Esquema 3: elementos del sistema axioma´tico generado al abordar el Problema 3
geometr´ıa dina´mica juega un papel protago´nico, pues permite a los estudiantes identiﬁcar el lu-
gar geome´trico que es solucio´n al problema. Al investigar la situacio´n, los estudiantes descubren
la restriccio´n que tiene el punto D para que exista el complemento de ∠BAD : ∠BAD debe
ser agudo, te´rmino cuya deﬁnicio´n al igual que la de a´ngulo obtuso se establece en ese momen-
to. Usando las herramientas “Medida de a´ngulo”, “Calculadora”, y el arrastre para obtener una
construccio´n blanda que satisfaga aproximadamente la condicio´n exigida, los estudiantes pueden
visualizar, en la ﬁgura, uno de los puntos E que buscan. En el caso de que el problema anterior
no hubiera suscitado la necesidad de establecer la existencia de rectas perpendiculares, la solu-
cio´n al Problema 4 hace surgir necesariamente una discusio´n al respecto ya que al arrastrar un
punto E libre, descubren que se debe construir un rayo perpendicular al
−−→
AD en el punto A para
obtener el a´ngulo complementario pedido (Figura 4).
→ →
Figura 4
La respuesta al problema exige un ana´lisis detallado pues el estudiante debe darse cuenta de
que cualquier punto de la semirrecta AE construida es un punto solucio´n.
Problema 5: Sean
−−→
BA y
−−→
BE rayos opuestos y
−−→
BK otro rayo. Sean
−−→
BG y las bisectrices del
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Esquema 4: elementos del sistema axioma´tico generado al abordar el Problema 4
∠ABK y ∠KBE, respectivamente. ¿Cua´l debe ser la posicio´n del −−→BK para que la medida del
∠GBD sea ma´xima? Justiﬁque su respuesta.
Este problema motiva al uso de todo el potencial dina´mico que ofrece un programa de geometr´ıa
dina´mica que induce a la actividad demostrativa en toda su dimensio´n. En primer lugar, el
enunciado invita a una anticipacio´n de la respuesta, previa a la exploracio´n inicial; usualmente
los estudiantes piensan que el
−−→
BK debe ser perpendicular a los rayosBA y BE. En segundo lugar,
la construccio´n induce a la exploracio´n, siendo el arrastre lo que permite estudiar la variacio´n;
los estudiantes mueven el
−−→
BK buscando la posicio´n en la que la medida del a´ngulo sea ma´xima.
En tercer lugar, el estudio de la variacio´n conduce a visualizar matema´ticamente la ﬁgura para
percibir la propiedad invariante bajo el arrastre: el ∠GBD es recto en cualquier posicio´n del −−→BK.
En cuarto lugar los estudiantes son invitados a formular una conjetura, tal co´mo se encontrar´ıa
el enunciado en un texto de geometr´ıa, desprovista de toda alusio´n a la variacio´n, lo que exige
captar la esencia del hecho geome´trico: el a´ngulo formado por las bisectrices de a´ngulos que
son par lineal es recto. En quinto lugar, el resultado obtenido, que es bastante inesperado y
sorprendente para la mayor´ıa de los estudiantes, los motiva a buscar una justiﬁcacio´n; en busca
de una explicacio´n, suelen, estudiar casos extremos de la posicio´n del
−−→
BK , formando un ∠BAK
muy agudo o muy obtuso, o haciendo que e´ste sea recto (Figura 5). Estos experimentos los llevan
a identiﬁcar dos pares de a´ngulos congruentes cuya suma de sus medidas es 180, identiﬁcando la
v´ıa para hacer la demostracio´n con los elementos teo´ricos disponibles en el sistema axioma´tico.
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→ →
Figura 5
Con este problema, se cierra el proceso de construccio´n del sistema axioma´tico relacionado con
la geometr´ıa de a´ngulos, logrando as´ı una organizacio´n deductiva para los conceptos, postulados
y teoremas correspondientes, muy similar a la que se encuentra en un texto de geometr´ıa para
este nivel. Faltar´ıa por establecer otro teorema asociado a rectas perpendiculares: la existencia
de una recta perpendicular a otra desde un punto externo a ella. No se incluye en esta propuesta
porque el problema que hemos disen˜ado para introducir este hecho requiere el uso de otro
objeto geome´trico: el tria´ngulo. Ello da lugar a otra propuesta dida´ctica con otros nu´cleos para
el sistema axioma´tico.
Una consideracio´n final
La propuesta que hemos presentado es el producto de varios semestres de experimentacio´n en
nuestros cursos de Geometr´ıa Plana. En cada implementacio´n surgen variantes a las soluciones
de los problemas que generan algunos cambios no sustanciales en la organizacio´n deductiva, por
lo que los esquemas que aqu´ı presentamos no son r´ıgidos ni estamos pretendiendo que aquellos
profesores que se animen a llevarla a cabo la sigan al pie de la letra. Vemos nuestra propuesta
ma´s como un ejemplo del tipo de ambiente que se puede favorecer en donde la resolucio´n de
problemas va de la mano con el desarrollo formal de un contenido matema´tico. A diferencia de
un enfoque metodolo´gico centrado en la presentacio´n, por parte del profesor, de una porcio´n de
un sistema axioma´tico para la geometr´ıa plana, que es la forma corriente como se lleva a cabo
la ensen˜anza de la demostracio´n en los primeros semestres universitarios, nuestra propuesta
procura implementar un enfoque participativo en donde los estudiantes producen las ideas que
se discuten y colaboran en la construccio´n de conocimiento. A partir de problemas en un contexto
matema´tico y del uso de la geometr´ıa dina´mica, logramos involucrar a los estudiantes, de manera
genuina, en el proceso de construir, como comunidad, un sistema axioma´tico local con elementos
teo´ricos de la geometr´ıa plana relacionados con a´ngulos. Las ideas para la organizacio´n deductiva
surgen de manera natural durante el transcurso del desarrollo de los problemas y la socializacio´n
de los resultados.
Llevar a cabo propuestas como la que presentamos exigen del profesor un gran esfuerzo por
escuchar a sus estudiantes, conﬁar en que sus ideas son provechosas, atender sus inquietudes,
extractar de sus propuestas aquellos elementos u´tiles para la produccio´n de enunciados y ajustar
la organizacio´n del sistema axioma´tico a los resultados obtenidos. Es posible que en ocasiones
haya que sacriﬁcar rigor y formalismo, en aras de una construccio´n colectiva, pero este sacriﬁcio
vale la pena si logramos una participacio´n genuina de los estudiantes en la construccio´n de
conocimiento.
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Anexo
A continuacio´n se presenta una lista de los elementos teo´ricos del sistema axioma´tico local
construido a trave´s de la propuesta que aqu´ı se reporta.
Postulados
Puntos en la recta-
nu´meros reales
Se puede establecer una correspondencia entre los puntos de una
recta y los nu´meros reales de manera que:
i) a cada punto de la recta le corresponde exactamente un nu´mero
real;
ii) a cada nu´mero real le corresponde exactamente un punto en la
recta.
Medida de a´ngulos A cada ∠BAC le corresponde un nu´mero real entre 0 y 180.
Construccio´n de
a´ngulos
Sea
−−→
AB un rayo de la arista de alguno de los semiplanos H en un
plano β . Para cada nu´mero r entre 0 y 180, hay exactamente un−→
AP con P en H , tal que m∠PAB = r.
Par lineal Si dos a´ngulos forman par lineal, entonces la suma de sus medidas
es 180.
Adicio´n de medida
de a´ngulos
Si D esta´ en el interior del a´ngulo ∠BAC, entonces m∠BAC =
m∠BAD + m∠DAC, y de all´ı que m∠CAD = m∠CAB −
m∠DAB.
Definiciones
Interestancia B esta´ entre A y C si A, B y C son puntos distintos de una misma
recta y AB + BC = AC.
Segmento Dados dos puntos A y B del plano, el segmento AB es el conjunto
de los puntos A, B y todos los puntos entre A y B.
Rayo Dados dos puntos A y B del plano, el rayo AB es el conjunto de
puntos que es la unio´n de
−−→
AB y el conjunto de puntos C, para los
cuales B esta´ entre A y C.
A´ngulo A´ngulo es la unio´n de dos rayos que tienen el mismo origen y que
no esta´n en la misma recta.
Medida de un a´ngulo El nu´mero dado por el postulado de la medida de a´ngulos es la
medida del a´ngulo.
A´ngulos congruentes Dos a´ngulos son congruentes si tienen la misma medida.
Rayos opuestos (1) Si A esta´ entre B y C entonces
−−→
AB y
−→
AC son rayos opuestos.
Rayos opuestos (2) El rayo opuesto a
−−→
AB es el conjunto conformado por la unio´n
de {A} con el conjunto de todos los puntos de la −−→AB que no
pertenecen a
−−→
AB.
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A´ngulos opuestos
por el ve´rtice
Dos a´ngulos son opuestos por el ve´rtice si sus lados determinan
dos pares de rayos opuestos.
Par lineal Si
−−→
AB y
−−→
AD son rayos opuestos y
−→
AC es otro rayo cualquiera,
entonces ∠BAC y ∠CAD forman un par lineal.
A´ngulos suplemen-
tarios
Si la suma de las medidas de dos a´ngulos es 180, los a´ngulos son
suplementarios.
A´ngulos adyacentes Dos a´ngulos son adyacentes si son coplanares, comparten el
ve´rtice, tienen un lado comu´n y no tienen puntos interiores en
comu´n.
Bisectriz de un a´ngu-
lo
Si D esta´ en el interior del ∠BAC, y ∠BAD∠DAC, entonces −−→AD
biseca al ∠BAC, y −−→AD se llama bisectriz del ∠BAC.
Angulo recto Un a´ngulo recto es aquel cuya medida es de 90.
Rectas perpendicu-
lares
Dos rectas son perpendiculares si determinan un a´ngulo recto.
A´ngulos agudo y ob-
tuso
Un a´ngulo es agudo u obtuso si su medida es menor o mayor de
90, respectivamente.
A´ngulos complemen-
tarios
Si la suma de las medidas de dos a´ngulos es de 90o, se llaman
complementarios.
Teoremas
Primer teorema de
interestancia
Sean A, B y C tres puntos de una recta, con coordenadas x, y y
z, respectivamente. Si x < y < z entonces B esta´ entre A y C.
Segundo teorema de
interestancia
Dados dos puntos de una recta, existe un punto entre ellos.
Tercer teorema de in-
terestancia
Dados dos puntos A y B en una recta, existe un punto C tal que
B esta´ entre A y C.
A´ngulos opuestos
por el ve´rtice
Los a´ngulos opuestos por el ve´rtice son congruentes.
A´ngulos suplemen-
tarios
Los suplementos de a´ngulos congruentes, son congruentes
Existencia de la bi-
sectriz
Todo a´ngulo tiene exactamente una bisectriz.
Primer teorema de
a´ngulos rectos
Todos los a´ngulos rectos son congruentes.
Segundo teorema de
a´ngulos rectos
un a´ngulo es recto si existe otro a´ngulo que forma par lineal con
el a´ngulo dado y que es congruente a dicho a´ngulo.
Tercer teorema de
a´ngulos rectos
si dos rectas que se intersecan determinan un a´ngulo recto, en-
tonces determinan cuatro a´ngulos rectos.
Existencia de per-
pendicular por punto
en recta
Por un punto de una recta contenida en un plano, existe en dicho
plano, una y solo una recta perpendicular a la recta dada.
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